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Uber die Greensche Funktion transparenter Zylinder

Von Perer Beckmany und Warter Franz

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitat Miinster
(Z. Naturforschg. 12 a, 257—267 [1957] ; eingegangen am 23. Januar 1957)

Eine einfache Anwendung der Warson-Transformation auf die Zylinderfunktions-Reihe der
Greenschen Funktion fiihrt zu einer schlecht konvergenten Residuensumme, welche fiir eine numeri-
sche Auswertung unbrauchbar ist. Nach der Umwandlung der Reihendarstellung in ein komplexes
Integral 148t sich dieses jedoch in eine Reihe von Integralen aufspalten, welche sich sowohl leicht
numerisch auswerten als auch sinnvoll physikalisch deuten lassen (Primirwelle, reflektierte Welle,
Regenbogen). Hierbei ergeben sich Anteile, welche Strahlen der geometrischen Optik entsprechen,
als Beitrdge von Sattelpunkten. Die gebeugten Wellen werden durch Residuensummen dargestellt.

Die Greensche Funktion fir die Beugung an
einem Zylinder endlicher Leitfahigkeit 1Bt sich
leicht in Form einer Entwicklung nach Zylinder-
funktionen angeben. Wegen ihrer schlechten Kon-
vergenz ist diese Entwicklung jedoch nur fiir kleine
Durchmesser des Zylinders brauchbar. Im analogen
Falle der Beugung an der Kugel wurde von van pEr
Por und BremmEer ! versucht, durch Anwendung der
Wartson-Transformation 2 eine fiir die numerische
Auswertung brauchbare Darstellung zu erhalten. Da
die Methode von van pEr PoL und BrREMMER mathe-
matisch wie physikalisch nicht befriedigte, wurde
in einer fritheren Arbeit® die Greensche Funktion
im Falle undurchsichtiger Zylinder unter Anwen-
dung einer von Franz* angegebenen modifizierten

Watson-Transformation umgeformt. Hierbei ergaben
sich geometrisch-optische Anteile als Beitrdge von
Sattelpunkten, die gebeugte Welle in Gestalt einer
Residuensumme.

In der vorliegenden Arbeit wird die Greensche
Funktion fiir die Beugung an durchsichtigen Zylin-
dern durch Anwendung einer modifizierten Warsox-
Transformation und durch eine geeignete Aufspal-
tung umgeformt. Es ergeben sich wieder die geo-
metrisch-optischen Anteile als Sattelpunktsbeitrage
und gebeugte Wellen als Residuensummen.

Die fiir die Rechnung notwendigen asymptotischen
Formeln fiir die Zylinderfunktionen von komplexem
Argument als Funktion des komplexen Index wer-
den an anderer Stelle ® abgeleitet.

1. Durchfiihrung der Watson-Transformation

Die Greensche Funktion fiir die Beugung an einem Zylinder vom Radius ¢ und komplexen Brechungs-
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in ein komplexes Integral:
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Der Integrationsweg C umschliefit die reelle v-Achse
in mathematisch negativem Sinne. Ublicherweise de-
formiert man den Weg C in Umlaufe um nicht auf
der reellen Achse gelegene Pole des Integranden
und wertet die so entstehenden Integrale durch
Residuensummen aus.

AuBlerhalb der reellen Achse besitzt der Integrand
von (3) dort Pole, wo der Nenner des Koeffizienten
R, verschwindet, d. h. wo gilt:

log’ H" (ka) =Nlog' I, (ka) . (4)

Die Punkte, in welchen diese Gleichung erfiillt wird,
liegen in den Gebieten der »-Ebene, wo mindestens
eine der beiden logarithmischen Ableitungen rasch
verdnderlich ist. Dies ist der Fall in der Umgebung
" der Nullstellen vonﬁHf.l)(k a) und Hf,l)l(k a) sowie
derjenigen von J,(ka) und J.'(ka). Auf die Pole
in der Umgebung der Nullstellen von J,(ka) und
J,/(ka), die von anderen Autoren iibersehen wur-
den, wiesen erstmalig die Verfasser in einer friihe-
ren Arbeit? hin. Die Nullstellen von J,(ka) und
1/ (ka) liegen auf einer Kurve, welche von v=ka
ausgeht und sich asymptotisch der negativ reellen
v-Achse nahert (vgl. Anm.?%). Durch Anwendung
der asymptotischen Formeln ergibt sich, da3 die ent-
sprechenden Pole des Integranden von (3) im Be-
reich |Re(v)|<ka stets oberhalb der Nullstellen-
kurve von J,(ka) liegen. Fiir ¥ — — o nihern sie
sich stiarker als exponentiell den ganzen negativen
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Abb. 1. Integrationsweg C und Pole des Integranden von (3).

Werten von ». Abb. 1 zeigt schematisch die Lage
der Pole des Integranden von (3) sowie den Inte-
grationsweg C .
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Fiir die weiteren Umformungen des Integrations-
weges C benutzt man zweckméaflig fiir den Integran-
den von (3) eine Abkiirzung:

Fr)=— 5 cosv(p—a) H" (koy)  (5)
(k)
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Fithrt man auf dem unterhalb der reellen Achse ver-
laufenden Teil des Weges C als neue Variable —»
ein, so ergeben sich zwei Integrale iiber den ober-
halb der reellen Achse gelegenen Teil des Weges C;
dieser Teil sei im folgenden mit C, bezeichnet.
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Das zweite Integral in (6) besitzt in der oberen
Halbebene nur Pole in der Umgebung der Nullstel-
len von H") (ka). Der Weg C, wird nun deformiert
in Umlédufe um die in der oberen Halbebene gelege-
nen Pole der Integranden. Die bei der Umformung
auftretenden Integrale iiber Kreisbogen im Unend-
lichen liefert keinen Beitrag, da in (3) wegen der
Differenzbildung die Haxker-Funktionen zweiter Art
stets so durch eine geeignete Linearkombination der
beiden Hanker-Funktionen ersetzt werden konnen,
daf} der Integrand im Unendlichen mindestens ex-

ponentiell verschwindet. Man erhilt so:
(- /F(1)+F( ])d—l—/ F() dv .

smya sinv @
C.

(o umschlleﬁt die in der Umgebung der Nullstellen
von HY (ka) gelegenen Pole von R, und R-,,
C, die Pole von R, bei den Nullstellen von /. (ka)

(vgl. Abb. 2). Im Falle eines stark absorbierenden
Zylindermaterials besitzen die vom Wege C, einge-

(6)

(7)

Abb. 2. Integrationswege C; und C,; O Pole von R,

/\ Pole von R_,.
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schlossenen Pole einen grofen Imaginirteil. Dies
bedeutet, da die durch das Integral iber C, dar-
gestellten Wellen stark gedampft sind und gegen-
tiber der im Integral iiber C; enthaltenen Primér-
und reflektierten Welle vernachldssigt werden kon-
nen 3. Ist das Zylindermaterial dagegen transparent,
so besitzen ka und damit die von C, eingeschlosse-
nen Pole nur einen kleinen Imaginirteil. In diesem
Falle kann das Integral iiber C, nicht mehr vernach-
lassigt werden. Zwar lafit es sich in eine Residuen-
summe verwandeln, jedoch sind alle Summenglieder
mit |»|<ka wegen der geringen Diampfung bei
einer numerischen Auswertung zu beriicksichtigen.
Dies bedeutet aber, dal die Anwendung der Watson-
Transformation in der angegebenen Form gegen-
iber der direkten Auswertung von (1) keine Ver-
einfachung bietet. Man kann jedoch die Residuen-
summe durch geeignete Anwendung der EuLerschen
Summenformel in eine Reihe von Integralen ver-
wandeln, welche in der Umgebung der Nullstellen
von /,(ka) keine Pole mehr besitzen. Hierbei zeigt
sich, dal diese Integrale solchen Strahlen der geo-
metrischen Optik entsprechen, welche das Innere des
Zylinders ein- bzw. mehrfach auf einer Sehne durch-
quert haben (Regenbégen). Dasselbe Ergebnis a3t
sich jedoch auf einfachere und iibersichtlichere Weise
direkt aus der Integraldarstellung (6) herleiten.

2. Entwidklung nach Regenbogentermen

Man entwickelt — wie erstmalig von van pER PoL
und Bremmer ! bei der Behandlung der Beugung an
der Kugel vorgeschlagen wurde — den Koeffizien-
ten R, nach Potenzen von

HY (ka) log HY (ka) —N log HD (k}a)

B 8
H” ha) log H(l) (k @) —N log’ H() (Tay - (8)

Diese Entwicklung nach Regenbogen-Termen kann
jedoch nur auf einem Integrationswege durchgefiihrt
werden, auf welchem der Betrag von (8) kleiner als
Eins ist. Auch darf sie nicht — wie es vanDER PoL
und BremMER taten — bereits in der Reihendarstel-
lung (1) angewandt werden. Der Ausdruck (8)
besitzt ndmlich in der Niahe der Nullstellen von
H®(ka) eine Polstellenreihe, welche von »—ka
ausgeht und die reelle Achse schneidet; daher wird
im allgemeinen ein Pol so nahe bei einer Stelle
v=m (ganz) liegen, dal} der Betrag von (8) fir
v=m grofler als Eins ist, so daB} die Entwicklung
in der Reihendarstellung (1) divergiert.
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Einen Integrationsweg, auf welchem der Betrag
von (8) kleiner als Eins ist, erhélt man wie folgt:
Man addiert und subtrahiert in (6)
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e

sy m
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Der Weg des zweiten Integrals in (9) wird in den
in Abb. 3 angegebenen Weg D, deformiert. Dy, um-
schlieBt die im ersten Quadranten in der Umgebung
der Nullstellen von H" (ka) gelegenen Pole von
R-, . Der Weg ist jedoch so gewihlt, daf} er gleich-
zeitig die ebenfalls in der Umgebung der Nullstel-
len von H'" (ka) gelegenen Pole von (8) in einem
solchen Abstande umschliefit, dal der Betrag von
(8) kleiner als Eins ist. Das erste Integral in (9)

\
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Abb. 3. Verlauf der Integrationswege D; und D,.

enthdlt als Faktor die Wronskr-Determinante von
Jy(ka) und J-,(ka), welche den Nenner sinvn
kompensiert. Daher kann der Integrationsweg iiber
die reelle Achse gezogen und in den in Abb. 3 an-
gegebenen Weg D, iberfithrt werden. D, fiihrt von
= — oo in geringem Abstande oberhalb der Kurve,
auf welcher

HY (ka) log H" (ka)
H® (ka) log HY (ka)

—Nlog HY (ka)
—Nlog H? (ka)

ei’:tiv

denBetrag Eins hat, symmetrisch zum Nullpunkt
in geringem Abstand unterhalb der Kurve, auf wel-
cher (8) den Betrag Eins annimmt, nach v= + o .
Die bei der Umformung auftretenden Integrale iiber
Kreisbogen im Unendlichen verschwinden aus den
bereits oben angegebenen Griinden. Man benutzt
nun fiir R, die Aufspaltung:
l
Rm} :

HDY (ka) o0 [ HY (ka)
(10)

o=y H® (ka)

B G mTn L
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Die Koeffizienten R und T, welche fir ka— ~ in Tyy=1+R,,. (11d)
die FresneLschen Koeffizienten iibergehen, haben .
die Bedeutung Benutzt man noch im Integral iiber D, die Aufspal-
5 55 tung
R log’H('," (k a)~Nlog’Hi") (k a) (11a) .
S e sl R N 5 PSP S LN
v v sy a ”‘]:'0 sin Y mw
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R log’ H,(.Hrﬁ'l) ~Nlog' H " (ka) sowie die Umlaufsrelationen fiir die Zylinderfunk-
el log H V) (k a) ~Nlog’H,f3) ka) tionen, so ergibt sich schlieBlich:
(11¢) G=61+ G +6yy, (13a)
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Wie bereits frither® am Beispiel des undurchsichtigen Zylinders gezeigt wurde, enthilt (13b) die an der
Grenze des geometrischen Schattens entstehenden Kriechwellen, welche nicht in den Zylinder eindringen,
sowie im geometrischen Lichtgebiet Primér- und reflektierte Welle.

3. Kriechwellen

Der Integrationsweg von Gj; umschliet die im ersten Quadranten in der Umgebung der Nullstellen
von H'Y (ka) gelegenen Pole des Integranden. Die genaue Lage dieser Pole als Funktion des Brechungs-
index und des Zylinderradius wurde bereits in einer fritheren Arbeit?® eingehend untersucht. Da der Inte-
grand wegen der in ihm enthaltenen Potenzen von €27 im Unendlichen exponentiell klein wird, kénnen
wir Gy in eine konvergente Residuensumme verwandeln:

G”— 1 N\ i 1 { QU+ e2air(it1) [eivg feiv(@a~

] g it
7 (ka)? n ?1770(14!1)3 Qi+t 1—e2air H," (ko)) H," (ko)

H(l) !
1 B (k ) ’ (1) ’ (1) )
’ [77117(1) }C Y[H(?)Wﬁ(}; 2l H(I?) l;ﬁiﬁ (lOg HV (k a) *Nlog H,« (ka)
HV (ka)|" H 7 (ka) | , (ka) Iv=rp

a =(l+2)
’ {80: (log' #," (ka) —Nlog' H'” (ka))} ' (14)
[v=rp

Hier wurde benutzt, daB8 die Zahler der Koeffizienten 7' die Wronski-Determinanten von H,(ka) bzw.
H,(ka) enthalten.
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Um zu untersuchen, ob die Reihenglieder von Anfang an kleiner werden und damit die Residuensumme
fir eine numerische Auswertung brauchbar ist, ersetzen wir die Hanker-Funktionen vom Argument ka
durch die entsprechenden Airyschen Integrale (s. Anhang 1). Ferner setzen wir voraus, daB Auf- und
Quellpunkt weiter als 3 (k a)"*/k von der Zylinderoberfliche entfernt sind und daB |n|>1+3(ka) ™" ist.
Dann kénnen wir fiir die ibrigen Hanker-Funktionen die DeByeschen asymptotischen Formeln verwenden
und erhalten als bestimmenden Exponentialfaktor:

(15)

exp{iv,, @+ (l+1) 22— arcos ® _arcos % =21l 1) arcos(»r—lb-)]}_

51 (4]

Der Realteil des Exponenten ist bei positivem Jn(»,) und ¢ >0 negativ und nimmt mit wachsendem
Jm(»,) ab. Daher wird der Betrag der Reihenglieder in (14) mit wachsendem p von Anfang an kleiner
und die Residuensumme ist fiir eine numerische Auswertung brauchbar. Um einen Einblick in die physi-
kalische Bedeutung der Residuensummen zu erhalten, betrachten wir die Summe mit [=0. Wir entwickeln
den Nenner 1/(1 —exp[27iv,]) und betrachten vom ersten Glied der Entwicklung nur den Summanden
mit exp[i7, @] als Winkelabhangigkeit

2

(1) (1)
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| I /) ]
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Ersetzen wir die Zylinderfunktionen unter den gleichen Voraussetzungen wie oben durch ihre asymptoti-
schen Darstellungen, so erhalten wir einen Ausdruck der Gestalt

(16)

y [aa) log {exp[iv((,r +2a)] [

> B,exp[i D,] mit (17a)
»
B,= (ka) 67" (n2— 1) {[(k 0y)2— (ka)?] [(ko,)2— (ka)?]} " [A(q,)] 2
1N e vy iaie) (6 N\ @ ey T2
ll ks (nP—1)"+e ia 3 (n*—1) (17b)
-{vl,[(p+2:t—arcosi —arcos —2arcos<rlr)] g & (ng—l)"’},
Q2 (51 n n
—i(a3) (6 \"
gp=e" @3 (—7{&) (vy—ka) und
Dy =k{(02*—0%) " + (0, —0a®) "+ 2a(n% - 1)"}
1
+V,,{<p+2:z—arcos 5—2— — ar cos Z; — 2 ar cos (;;) - »g— 2 (17¢)

(Zur Umformung s. Anhang 1!) Die durch (17 dargestellte Welle a8t sich deuten als Kriechwelle, welche
den Zylinder einmal auf einer Sehne durchquert hat [vgl. (17c) mit Abb. 4]. Die Amplitude dieser
Welle enthalt als Faktor:

v, |@ + 27— ar cos 1)"s, (18)

® _arcos * —2ar cos (;IL—)] —2 N a2

(2] (51 n

Das Glied mit 2 N(n2—1)"/n 1dBt sich deuten als
der Anteil, welcher vom Quellpunkt ausgehend den
Zylinder tangentiell trifft, sofort unter dem Winkel
der Totalreflexion eindringt, ihn auf einer Sehne
durchquert und dann weiterkriecht. Der mit wach-
sender Kriechstrecke anwachsende Anteil

a a 1
Vy|@p+2m—arcos-— —arcos-— —2arcos(—
L 02 (1 L

ldBt sich deuten als Zustrahlung von der Welle,
welche ebenfalls tangentiell auf den Zylinder trifft,
dann aber auf der Oberfliche weiterkriecht und hier-
bei laufend unter dem Winkel der Totalreflexion in
das Innere des Zylinders einstrahlt. Das in Anschlufl
an (14) fortgelassene Glied mit der Winkelabhin-
gigkeit exp[iv,(271—@)] entspricht der Welle,
welche in entgegengesetzter Richtung um den Zylin-
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der gekrochen ist. Die hoheren Glieder der Entwick-
lung von 1/(1 —exp[27@iv,]) bringen die Wellen,
welche mehrmals um den Zylinder gekrochen sind.
Die tbrigen Summanden von (14), in welchen
1+0 ist, ergeben analog Kriechwellen, welche das
Innere des Zylinders (/+1)-mal auf einer Sehne
durchquert haben.

Abb. 4. Kriechstrecke der Welle (17).

a a
0,=ar cos — ; Gy=ar cos — ; dg=ar cos
99 91

4. Linsenterm

Den von uns mit Gy bezeichneten Teil der GREEN-
schen Funktion (13d) wertet man zweckméfig nach
der Sattelpunktsmethode aus. Als Beispiel betrachten
wir den Summanden mit /=0, welcher nach ein-
facher Umformung (Aufspaltung des cos in Expo-
nentialfunktionen, Einfilhrung von —v als neuer
Variabler im Gliede mit e/”@7~9)) lautet:

Gug= ¢ [ v BV (ko) B (hey)
D,
H? (ko HY (ka)

D BY o T, dv. (19)
HY (ko H® (ka) e

Die Lage der Sattelpunkte »¢ bestimmt sich aus

@ —ar cos 25— —ar cos —*
k0o 91
+2arcos—*~ —2arcos—° =0. (20)
ka nka

Im allgemeinen besitzt der Integrand von (19) Sat-
telpunkte bei negativen und positiven ». Zunachst
betrachten wir diejenigen mit negativem »,. Mit
vs= —vg wird aus (20) bei richtiger Wahl der Vor-
zeichen:

o P
S tarcos-——
ko, k o4

@ — 2 7+ ar cos

(21)

= =
—2arcos—— 4+2arcos—— =0 .
ka nka

Wir beriicksichtigen nur Sattelpunkte mit
[Re(ve)|<ka.
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Sattelpunkte aullerhalb dieses Bereiches liefern we-
gen des Faktors Ty, nur stirker als exponentiell
kleine Beitrage.

Liegt der Aufpunkt wie in Abb. 5 angegeben zwi-
schen der Grenze der Totalreflexion und dem Zen-
tralstrahl und deutet man »,/k wie iiblich als den
Abstand des vom Quellpunkte ausgehenden Strahles
vom Mittelpunkte des Zylinders, so wird (21) von
solchen Strahlen der geometrischen Optik erfiillt,

/
/ Grenze der
/ Iotalreflexion
Y

Abb. 5. Geometrisch-optischer Strahlengang, welcher dem
Sattelpunkt nach Gl. (21) entspricht.

rs s
@y =4ar cos ——; Ay=4ar cos ——;
ka ka
Vs Vs
Q3=ar cos ——; a,=ar cos
k 0; 94

welche den Zylinder einmal auf einer Sehne durch-
quert haben und bei denen der Eintrittspunkt in
den Zylinder vom Aufpunkt aus gesehen jenseits
des Zentralstrahles liegt. Die hier durchgefiihrte
Identifizierung von w¢/k mit einer geometrischen
Strecke laft sich streng nur fiir reelle Brechungs-
indizes durchfiihren. Ist n komplex, so werden »s/k
und die Winkel o; komplex. Am grundsatzlichen
Strahlengang éndert sich jedoch nichts, da das Bre-
chungsgesetz in der Form % cos a; = k cos a, erhalten
bleibt.

Wandert der Aufpunkt P in Abb. 5 mit abneh-
mendem ¢ auf die Grenze der Totalreflexion zu, so
senkt sich die negativ imagindre Halbebene und der
Sattelpunkt wandert nach vs= —ka. Uberschreitet
der Aufpunkt die Grenze der Totalreflexion, so senkt
sich die untere v-Halbebene noch weiter und der
Sattelpunkt wandert in die negativ imaginére Halb-
ebene. Jezt kann der Integrationsweg von Gy im
dritten Quadranten in einen Umlauf um die Pole
des Integranden in der Umgebung der Nullstellen
von H'" (ka) verwandelt und das Integral iiber die-
sen Umlauf durch eine Residuensumme ausgewertet
werden. Diese liefert genau den Sprung der Kriech-
wellen, welcher beim Uberschreiten der Grenze der
Totalreflexion zu erwarten ist. Wie im Anhang ge-
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zeigt wird, liefern die Integrale iiber die Kreisbogen
im Unendlichen, welche bei der Umformung des
Weges auftreten, keinen Beitrag. Damit liefert Gy,
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aus der negativen Halbebene im Lichtgebiet nach
Abb. 5 asymptotisch einen Beitrag der Art

CHIO~B,€i¢' (22 a)

mit der Amplitude B = 751712?* {L(k02)2 =2+ [(koy)2—»2]" —2[(ka)?—»2]":
e 4

+2[ (};a)2 = Vsz]lh} {[ (k 92)2 - "52] [(k 91)2 = ng] }71/‘ T12 T21/r=l's (22b)

und der Phase @' ~k| ( 0~ 25 )’/" I (@12—

Liegt der Aufpunkt nach Abb. 6 im Schatten, so er-

gibt sich fiir Gyyyy eine Residuensumme der Gestalt
Grirg = Z Bp, exp[i qu,] s (23)
»

wobei iber die Pole im ersten Quadranten zu sum-
mieren ist und B,” und @, aus (17b) und (17c)
dadurch hervorgehen, dal man ¢ durch — ¢ ersetzt.

N
\ Grenze der

\. Jotalreflexion
e

\

Abb. 6. Kriechstrecke der Welle (23).

a a 1
@, =4ar cos—; Ay =arcos —; Q3=ar cos—— .
n

Q2 9

Es bleiben noch die Sattelpunkte von (19) in der
rechten Halbebene zu untersuchen, fiir welche eben-
falls (20) erfiillt sein muB. An Hand von Abb. 7
konnen wir einige Aussagen iiber die Lage der Sat-
telpunkte bei verschiedener Lage des Aufpunktes
gewinnen. Nach den Gesetzen der geometrischen
Optik durchsetzen die Strahlen, welche unterhalb

Grenze der
Jotalreflexion

Abb. 7. Geometrisch-optische Grenzen des Lichtgebietes mit
Kaustik.

rs2 \ %2 s 12\ : ve? \% ) E 7
8" _92 2 M ¢ 2 s =
) 2 (e ) (- S0P 5

(22¢)

des Zentralstrahles in den Zylinder eintreten und
den Zylinder einmal auf einer Sehne durchqueren,
hinter dem Zylinder ein Gebiet, welches, wie in
Abb. 7 angedeutet, durch Teile des Zentralstrahles,
der Grenze der Totalreflexion und der Kaustik be-
grenzt wird. Die Kaustik besitzt im Bildpunkt von Q
eine Spitze. Ein Punkt, welcher innerhalb des in
Abb. 7 schraffierten Gebietes liegt, wird jeweils von
zwei Strahlen erreicht, denn die Kaustik ist die
Einhiillende der Strahlen extremaler Ablenkung.
Deutet man auch hier ¥,/k als den Abstand des vom
Quellpunkte ausgehenden Strahles vom Mittelpunkt
des Zylinders, so wird (20) von solchen Strahlen
der geometrischen Optik erfillt, welche einmal den
Zylinder auf einer Sehne durchquert haben und bei
denen der Eintrittspunkt in den Zylinder vom Auf-
punkt aus gesehen diesseits des Zentralstrahles liegt

(vgl. Abb. 8). Liegt der Aufpunkt innerhalb des in

Abb. 8. Geometrisch-optischer Strahlengang, welcher dem
Sattelpunkt nach Gl. (20) entspricht.

Vs Vg Vg
@, =4ar cos ——; G,=arcos —— —arcos —>_;
ka ka

ka

Vs Vs
@z=ar cos —— j a,=ar cos
9 0

Abb. 7 schraffiert gezeichneten Gebietes, so erreichen
ihn zwei Strahlen; dem entsprechen zwei Losungen

von (20) und ein Verlauf des Integrationsweges
in der rechten Halbebene nach Abb. 8. Dal} tatsach-
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lich zwischen der Polreihe im ersten Quadranten
und der positiv imagindren Achse ein Tal des In-
tegranden liegt, wird in Anhang 2 gezeigt. Wandert
der Aufpunkt auf die Kaustik zu, so nidhern sich die
beiden Sattelpunkte in Abb. 9, um beim Erreichen
der Kaustik zu einem Dreifachsattel zu verschmel-

zen (vgl. Abb. 10).

Abb. 9. Lage der Sattel-
punkte, wenn Aufpunkt

' it £a zwischen Kaustik, Grenze
der Totalreflexion und
Zentralstrahl liegt.

Abb. 10. Lage des Drei-
® X E fachsattels, wenn Aufpunkt
/\ Z auf der Kaustik liegt.

Am Dreifachsattel verschwindet neben der ersten
Ableitung auch die zweite Ableitung:

737 @ — ar cos 7"’77 — ar cos
o \¥ k

4 91
v v

- —2arcos —— =10,
ka nka)ly=ys

(¢

-2 ar cos

Durch Elimination von %, erhalt man aus dieser
Gleichung zusammen mit (20) die Gleichung der
Kaustik in Polarkoordinaten (9;,®) mit dem Ab-
stande des Quellpunktes (0,) als Parameter. Berech-

mit der Phase &, =k [(922 - %’;)Vz £ <912 — ’k‘\:)é

P.BECKMANN UND W.FRANZ

net man den Beitrag des Dreifachsattels zur GREEN-
schen Funktion, so tritt als Koeffizient ein Arrysches
Integral auf. Dies zeigt den Zusammenhang der
strengen Beugungstheorie mit den Airyschen Unter-
suchungen der Intensitit in der Umgebung eines
extremal abgelenkten Strahles.

Wandert der Aufpunkt auf die Grenze der Total-
reflexion zu, so nihert sich der rechte Sattelpunkt
in Abb. 9 der Stelle » = k a. Beim Uberschreiten der
Grenze der Totalreflexion erhilt man wie oben eine
Residuensumme, welche den zu erwartenden Sprung
der Kriechwellen liefert.

Damit liefert Gy aus der positiven Halbebene
im Lichtgebiet nach Abb. 7 asymptotisch von jedem
normalen Sattelpunkt einen Beitrag der Gestalt

B ei?”, (24)

B” und ®” haben dieselbe Gestalt wie B’ (22b)
und @ (22c). Liegt der Aufpunkt zwischen Zylin-
deroberflache, Grenze der Totalreflexion und Zen-
tralstrahl, so kommt noch eine Residuensumme der

Art
N B, exp[i D,”]

/

p

(25)

hinzu, wobei B,” und @,” aus (17b) und (17¢)
dadurch hervorgehen, dafl man ¢ durch ¢ —2 7 er-
setzt. Liegt der Aufpunkt in der Nihe der Kaustik,
so entwickelt man zweckmafligerweise den Integran-
den um den Dreifachsattel »,.. Ferner setzt man
@ =@+ Adp , wobei ¢ der Winkel ist, der bei dem
vorliegenden Betrage von ¢, den Dreifachsattel lie-
fert. Dann wird

G, ~B exp[i D] (26a)

2<a‘~’— ”‘2)]/2 +2n <a2— 1::)%} +v dp (26D)

k2

77 9 9 9 —1 Ya Y
und der Amplitude By = L {[(ken)*~n] [(ker?) —n)) ™ ( &) 4 [dp ()| TaeTar) e, -

2V2«x

Fy
(26¢)

Hierbei ist A(z) das Airysche Integral und Fy eine Abkiirzung

Fo=wn (2[ (B a?) — 2] 7" —2[ (ka)® —n2] 7"~

Da der Faktor Fj und damit das Argument des
Arryschen Integrals stark von der Wellenlinge ab-
héngen, ist auch die Intensitatsverteilung in der Um-
gebung der Kaustik stark von der Wellenldnge ab-
hingig. Ferner treten dort Maxima und Minima der

[(keo)2—n3] ™= [(ko)*—nP] 7"}

Intensitit auf, da das Airvsche Integral mit wach-
sendem Argument rasch oszilliert. Diese Schwankun-
gen sind auf Interferenzen der beiden Strahlen zu-
riickzufiihren, die sich am Aufpunkte jeweils schnei-
den.
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Wandert der Aufpunkt iiber die Kaustik hinaus
in den geometrischen Schatten, so trennt sich der
Dreifachsattel von Abb.10 wieder in zwei Sattel-
punkte. Der Integrationsweg ist dann iiber den tiefer
gelegenen Sattel mit Jm (»;) <0 zu fiithren, welcher
einen exponentiell kleinen Beitrag liefert.

Es bleibt noch das Verhalten bei Annédherung
an die Spitze der Kaustik zu untersuchen. In diesem
Falle wird Fy, Null und die Amplitude wiirde nach
(26) unendlich, es liegt also ein Sattel noch hoherer
Ordnung vor. Man hat dann lediglich die Entwick-
lung in (19) noch weiterzufithren, um fiir die Am-
plitude einen endlichen Ausdruck zu erhalten.

5. Regenbogen

Die Behandlung der Reihenglieder in (13 d) mit
1+0 erfolgt analog. Die Sattelpunkte entsprechen
hier solchen Strahlen der geometrischen Optik, wel-
che den Zylinder (I/+ 1)-mal auf einer Sehne durch-
quert haben und hierbei im Innern l-mal reflektiert
wurden. Teilweise lassen sich die Integrale durch
Residuensummen auswerten und liefern so den An-
schlul an die Kriechwellen (14). Liegt der Auf-
punkt in der Umgebung des minimal abgelenkten
Strahles, so ist die Sattelpunktsauswertung in der
Umgebung eines Dreifachsattels durchzufithren und
liefert als Amplitudenfaktoren Airvsche Integrale.
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Zur Deutung der Summation iiber m betrachten
wir zunéchst die Wellen (14). Entwickelt man den
Bruch (1—e27?)~1 in die Reihe

|8

Il
ol

9.3
e-.‘llvy s

u

so erhdlt man in (14) Anteile mit den folgenden

Kriechstrecken:

e {’Vp [J— —arcos -2 —ar cos 2
2a—g [ 41

+2(1+1) (n—arcos%)+2n‘u}}.

(27)
Fir ©#=0 wird die Kriechstrecke am kleinsten. Bei
jedem Umlauf um den Zylinder wichst sie um
NRe (v, 2a), so daB die Wellen mit w0 nichts an-
deres sind als die u-fach um den Zylinder gekroche-
nen Wellen mit «=0. Nun kann bei groBeren Wer-
ten von ! sogar fir #=0 die Kriechstrecke (27)
schon grofler als Je(v,2n) sein. Dies bedeutet,
daBl die Welle bereits einen oder mehrere Umliufe
um den Zylinder hinter sich hat, welche in (14)
nicht enthalten sind. Diese fehlenden Wellen finden
sich in der Summe iiber m in (13 d): Die Reihen-
glieder lassen sich teilweise durch Residuen von
Polen im ersten Quadranten darstellen und ergeben
dann Kriechwellen mit den Kriechstrecken

(28)

me{vp

@ — ar cos -~ — ar cos 2 4 2ma-2(+1) arcos—lr“.
2] €1 n

Fiir die numerische Auswertung sind nur Kriechwellen mit positiven Kriechstrecken brauchbar. Damit er-
halten wir aus der Summe iiber m Kriechwellen der Art (28) fiir alle m; <m < 1, wo my bestimmt wird

aus der Forderung
a

0 §Re{v,, [(p—-arcos

Q2

— ar cos Z +2my;a—2(l+1) ar cos :L }} <Re(r,2m). (29)
1

Durch Vergleich mit (27) sieht man, da} dies genau die dort fehlenden Wellen mit mathematisch positi-

vem Umlaufsinn sind. Analog liefern alle Reihenglieder mit 0 < m < m, die in (14) fehlenden Wellen

mit negativem Umlaufsinn als Residuen von Polen im dritten Quadranten. Die Bestimmungsgleichung fiir

my lautet:

0 < Re {v,, (30)

(p—arcosi —arcos = +2(0+1—my) a—2(1+1) arcos%]}<§ﬁe(1’p2n) 5

(51 (2]

Ubergang zu unendlich weit entferntem Quell- und
Aufpunkt ersieht:

Bezeichnen wir mit /2 — %, den Einfallswinkel
eines Strahles und mit 77/2 —y, den zugehorigen
Brechungswinkel, so gilt

0=y <7/2 und arcos(1/n) < 3, < /2.

Die restlichen Reihenglieder, in welchen my <m <m,
ist, liefern weder im ersten noch im dritten Quadran-
ten Residuensummen. Statt dessen erlaubt gerade
bei ihnen die Integralform stets eine Sattelpunkts-
auswertung. Sie entsprechen geometrischen Beitra-
gen, deren Bedeutung man am einfachsten nach
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Der Zentralstrahl, y, =y, = /2, erfihrt die Gesamt-
ablenkung v =[x . Entfernt man sich vom Zentral-
strahl, so nimmt v ab und erreicht ein Minimum
Ym . Zu diesem gehoren die Winkel y;,, und ya, .
Bei groBeren Abstinden nimmt vy wieder zu, bis
schlieBlich der tangentielle Einfall erreicht wird und
der Eintritt unter dem Winkel der Totalreflexion
7/2 — g1, yo1 = ar cos (1/n), erfolgt. Insgesamt wird
ein Winkelraum

yl:-__l'—t_wm:l(:l_zl‘lm) +2(7.1m_h2m) (31)

von Strahlen der geometrischen Optik tberdeckt;
davon der Winkelraum ! 7z — v von Einfachstrahlen
und der Winkelraum v — 1, von Strahlenpaaren.
Ist nun ¥ >2 7, dann wird ein Winkelbereich der
GroBe ¥ — 2 a1 zweifach tberdeckt; oder allgemein:
falls

2ka<¥V<(k+1)2a, kganz >0, (32)

so wird der gesamte Winkelbereich k-fach tiberdeckt,
ein Winkelbereich ¥ — k2 7 sogar (k+ 1)-fach. Die
Summation iiber m bewirkt nun, dal} trotz des be-
schriankten Variabilitatsbereiches von ¢ (0 < ¢ <)
alle die Strahlen bei der Sattelpunktsauswertung
von (13d) erfalit werden.

Mathematische Anhange
1. Zur Umformung der Residuensumme (16)
Die in (16) auftretenden Ableitungen von H®) (k a)
lassen sich asymptotisch alle zuriickfithren auf Ableitun-

gen des Arrvschen Integrals 4(q) (vgl. Anm.*) nach
dem Argument

% .
q= ( k6a) Peiad) (y_ka) .

Es gilt nimlich in der Umgebung von » =k a asympto-
tisch:

B gy ~ 2y 4 Al
v (ka)~ —yA(q), (A1)
d ) 2 o
D H  ko~-lpd@. (A2
S HY (kay~2 2 4'(g) (A3)
a" 1 4 ny q 2
32 ) 29
6 \% . .
_ —i(2/3 T
y=(5 ) e gmyo—ka). (43)

Beim Ubergang von (16) nach (17) ersetzt man nun
A’ (q) mittels der Polstellengleichung
log’ H\)) (ka) =Nlog H,. (ka).

Yp

(A 6)
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(A 6) lautet asymptotisch:
A’ (gp) .
———E ~iN|1
# A(qp) ' l

ol

Y
(kaz| =

(A7)

2. Zum Verhalten des Integranden von (13 d)
im Unendlichen

Fiir das Verhalten des Integranden von (13d) im
Unendlichen der »-Ebene ist der Faktor
HYV (ko) HY (koy [HDY (ko) ]
{H,I’l‘ (ka) ]
(A8)

B0 ol (59 Ga ]

maligebend. e’ ? ist ein Glied von

!
Z eiva(l+2m) qoq ‘V((]?—.Tt) .
m=0

Es geniigt, das Verhalten im ersten Quadranten zu be-
stimmen; das Verhalten im dritten Quadranten ergibt
sich unter Benutzung der Umlaufsrelationen bzw. in
(13d) aus Symmetriebetrachtungen. Ferner diirfen wir
uns darauf beschrinken, die Grofle von F auf den Null-

stellenkurven von H " (k a), H,(,l) (ka), H,,(U (k 04),
H,(:l) (k 05) und der positiv reellen Achse zu bestimmen.

Auf der Nullstellenkurve von Hfl) () im ersten
Quadranten gilt fiir v=t eV, t —> o©

|H" @] ~|HP @] ~1,

1HD @)~} 1D )]

(A9)

; ,@ﬁyﬁ),-]; Re(z) > Re(y) ,

1
e 'exP[ 2 log(2 t/x)

Vit
HY ()|~ |H? ()]

) 7 log(u/r) |,
exp[—t : log(2t/:r)]’ Re(z) < Re(u) .

~ —Vt
Damit verhélt sich (A 8) auf der Nullstellenkurve von
) .
H,” (ka) wie

.4 1

2 log(2 t/x)
.(1og&'a§fz— +2(l+1) 1og{n|)]}. (A 10)

F~ exp{—t[@

wird also fiir @ >0 und t— o© exponentiell klein.
Dies bedeutet, daB links von der Nullstellenkurve von
Hfl) (k @) noch ein Teil des Integranden liegt. Auf der

Nullstellenkurve von H 5,1) (k_ a) wird asymptotisch

7 log(0, 0s/a* [n |*)
F‘e"p{_t[‘p_ 2 log2¢/[kal) ]}'(A”)

F verschwindet also ebenfalls exponentiell fiir @ >0
und ¢— oo . Auf der Nullstellenkurve von H (" (k 04)
ist
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- ol ,?,iog@_za‘lrﬁ/efz}
¥ exp{ ‘[qj 2 log(@t/k o) ] 1)

und verschwindet fiir @ >0 und ¢— 2 exponentiell.
Auf der Nullstellenkurve von Hf,l) (k 05) wird

AV 7 log(a® | n [*/0,%)
x (el) e"p{“[‘p‘ 2 log(2¢/k o) }'(Alg)
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Hier verschwindet F fiir @ = 0 und t— ©© exponen-
tiell. Auf der positiv reellen Achse gilt asymptotisch

t/ .5 \2t
F~( a )(zka> _
0102 2t

F verschwindet hier sogar stirker als exponentiell.

(A 14)

NOTIZEN

Die Energieverteilung der Elektronenemission
mechanisch bearbeiteter Metalloberflichen

Von J. Lourr

Institut fiir angewandte Physik der Universitait Hamburg
(Z. Naturforschg. 12 a, 267—268 [1957] ; eingegangen am 11. Februar 1957)

Einige Metalle emittieren in einer sauerstoffhaltigen
Atmosphire nach der Bearbeitung mit einer Stahlbiirste
Elektronen als Folge chemischer Reaktionen an der
Oberflache I 2. Um den Elementarprozef} der Elektronen-
emission ndher kennen zu lernen, wurde die Energie-
verteilung gemessen.

Die zur Probenoberfliche senkrechte Komponente v
der Geschwindigkeit 1dBt sich mit einer Gegenfeldanord-
nung messen, welche alle Elektronen registriert, deren
Energie E. = $ mv.2 groBer als eV (V = Gegenspan-
nung) ist. Dieses Gegenfeld wurde durch ein eng-
maschiges und feindrahtiges Netz erzeugt. Die durch
das Gitter hindurchgelassenen Elektronen wurden nach-
beschleunigt und zum Nachweis in einen Sekundar-
elektronenvervielfacher geschossen. Die emittierenden
Proben hatten eine Fldche von ungefihr 0,4 cm?. Sie
befanden sich im Abstand von 2 mm unter dem Gitter
und waren mit einem ringformigen, in der Ebene der
Probenoberfliche liegenden Blech umgeben, um defi-
nierte Potentialverhiltnisse zu erhalten.

Da die Elektronenemission zeitlich abklingt, wurde
zur Messung der Energieverteilung folgendes Verfah-
ren gewihlt, welches sich als brauchbar herausstellte:
Bei einer festen Gitterspannung U und einem konstan-
ten Sauerstoffdruck im Rezipienten wurde die Probe
mit einer Stahlbiirste bearbeitet, unter das Gitter ge-
dreht und zu einem festen Zeitpunkt ¢ nach der Be-
arbeitung die mittlere Zahl N der in der Sekunde durch
das Gitter hindurchgetretenen Elektronen mit einem
an den Vervielfacher angeschlossenen Mittelwertmesser
bestimmt. Die Verteilungskurve N (U) ergab sich durch
Wiederholung dieses Versuches bei verschiedenen Git-
terspannungen.

1 J. Lonrr u. H. Raerner, Naturwiss. 42, 66 [1955] ; Z. Phys.
142, 310 [1955].

2 J. Lourr, Z. Phys. 146, 436 [1956].

2 Die Elektronen werden unter verschiedenen Winkeln zur
Oberfliche austreten. Ein von der Gegenspannung |U —UK |

Abb. 1 zeigt die Verteilungskurven der Emission von
Aluminium bei 51074 Torr O,. Der Kurvenparameter
ist die Zeit ¢t nach der Bearbeitung. Man erhilt bei
niedrigen Gitterspannungen Geraden, die nach dem

Uk | | !
o [ 7 t=10sec
l W l r=20$ec
t=60sec
102 A /’r I
N | - [t=120sec
(E/ekfn) /%//f‘ |
sec
107 /, ///
™™ 2 A 5 6
v ) —s

Abb. 1. Die Energieverteilung der Elektronenemission von

Aluminium nach der Bearbeitung mit einer Stahlbiirste bei

5-10—* Torr O,, gemessen mit einer Gegenfeldanordnung.

U=Gitterspannung, Ug =Kontaktspannung zwischen Probe
und Gitter, t=Zeit nach der Bearbeitung.

Durchlaufen eines Ubergangsgebietes in die Horizon-
tale, die Sattigung, libergehen. Die Lage des Knicks
ist durch die Kontaktspannung Ux zwischen der Probe
und dem Gitter gegeben. Es 1d6t sich zeigen, daf} die
Abrundung der Kurve im Knick mindestens zum gro-
Ben Teil durch die geometrische Anordnung bedingt
ist3. AuBerhalb dieses Ubergangsgebietes ist die Ver-
teilung durch die Gleichung
—~Uxg

U
N(U) =N, ex =
U) o €Xp U

(1)

zu beschreiben, wo N, der Sittigungsstrom und U eine
Konstante ist. Aus der Neigung der Geraden ergibt

sich die mittlere Energie e U der Elektronen. Diese war
bei den Versuchen bis auf ungefdhr 0,02 eV reprodu-
zierbar. Man erhilt fiir alle Kurven der Abb. 1:

E.=eU=0,20%£0,02 V.

abhiangiger Teil der besonders schrig emittierten Elektro-
nen kann das Gitter wegen dessen endlicher Ausdehnung
nicht erreichen. Daraus errechnet sich eine Abrundung der
Kurve in der Umgebung der Kontaktspannung.



